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摘 要：针对一种具有双稳态特性的磁耦合悬臂梁系统，从理论分析与实验验证两个层面对其振动共振特性进行

了研究。首先，建立了双稳态悬臂梁系统的非线性动力学模型，并采用快慢变量分离方法推导了系统低频响应的

解析表达式，从理论上揭示了高频激励诱发振动共振的内在机理。随后，搭建了磁耦合双稳态悬臂梁实验平台，在

双频激励条件下开展实验研究。从实验结果可以清晰观测到振动共振现象，且其变化规律与理论分析结果一致。

本文从力学实验层面验证了振动共振在宏观结构中的可实现性，同时为基于非线性动力学机制的微弱信号放大与

检测提供了一种切实可行的研究思路。
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Abstract：This paper constructs a magnetic coupling cantilever beam system with bistable 

characteristics，and conducts a systematic study on its vibration resonance properties from both 

theoretical analysis and experiment. Firstly，a nonlinear dynamic model of the bistable cantilever beam 

system is established，and the analytical expression of the system's low-frequency response is derived 

using the fast-slow variable separation method. This theoretically reveals the intrinsic mechanism by 

which the high-frequency excitation modulates the slow variable to equivalent natural frequency and 

induces vibration resonance. Subsequently，a magnetic coupling bistable cantilever beam experimental 

platform is built，and experimental research is carried out under dual-frequency excitation conditions. 

The experimental results clearly observe the vibration resonance phenomenon，and its variation pattern 

is in good consistency with the theoretical analysis results. This paper validates the realizability of 

vibration resonance in macroscopic structures from the mechanical experiment perspective，and 

provides a practical research idea for weak signal amplification and detection based on the nonlinear 

dynamic mechanism.
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振动共振（VR，vibrational resonance）是一种典

型的非线性动力学现象（Landa et al.， 2000）。其基

本特征是在一个含有微弱低频信号的非线性系统

中，引入一个适当强度的辅助高频激励，可以显著

增强系统对低频信号的响应。这一现象在机制上

类似于随机共振（Gammaitoni et al.， 1998；Wellens 

et al.， 2004），但 VR 利用确定性的周期信号替代了

随机噪声。用于研究振动共振问题的经典解析方

法之一是直接运动分离法（DSM，direct separation 

of motion）。该方法基于系统响应中快、慢时间尺度

显著分离的特性，通过将运动分解为快速振荡分量

与缓慢演化分量，有效分析了系统在外部激励作用

下对缓慢变化谐波信号的稳态响应行为。直接运

动分离法尤其适用于振动共振问题中快慢耦合占

主导的非线性动力学系统。在需要获得更高精度

的解析结果，通常还可引入其他成熟的非线性分析

工具，例如平均法、微扰法、多尺度法以及谐波平衡

法等。但相比之下，直接运动分离法具有推导过程

简洁、物理图像清晰、计算复杂度较低等优点。因

此，DSM 在振动共振研究领域中被广泛采用，并逐

渐发展为一种基础而有效的分析工具。

研究者利用直接运动分离法研究了多种非线

性系统中的振动共振现象，涵盖了具有单共振与多

共振模式的广泛动力学模型。例如：不同参数配置

下具有五次势函数的非线性振子（Jeyakumari et al.，

2009；Yang et al.，2013；Wang et al.，2011）、耦合非谐

振子系统（Fang et al.，2012；Sarkar et al.，2019）、单

向耦合双稳态系统（Yao et al.，2010）、粗糙势系统

（Laoye et al.，2019）、Toda 势系统（Kolebaje et al.，

2021）以及各类周期势系统（Du et al.，2016；Roy-

Layinde et al.，2023）。此外，该方法还被成功推广

至 量 子 系 统（Ghosh et al.， 2015；Olusola et al.，

2020； Paul et al.，2021）、纳米机电系统（Chowdhury 

et al.， 2020）等领域，充分展示了直接运动分离法在

振动共振研究中的普适性与理论价值。通过实验

验证，振动共振现象已先后非线性光学（Madiot et 

al.， 2021 Chizhevsky et al.， 2021）以及电子电路

（Jothimurugan et al.， 2013）等多个领域得到证实。

然而，有关宏观力学结构（如具有几何非线性的悬

臂梁系统）的实验研究仍相对匮乏。通过力学调控

实现稳定的双稳态特性，并精确表征其在双频力信

号作用下的增益演化，尚缺乏系统的实验支撑。本

文旨在填补振动共振实验研究方面的空白，构建了

一套基于磁耦合的双稳态悬臂梁系统，从理论分析

与实验两个层面系统研究了振动共振现象。

1 双稳态悬臂梁系统的理论建模

1. 1　模型概述

本文的双稳态悬臂梁系统由悬臂梁本体、安装

于梁自由端的永磁体以及固定于支座上的永磁体

组成。如图 1所示，两永磁体采用同极相对布置，产

生磁斥力作用于梁自由端，在一定间距范围内可形

成具有两个势阱的等效势能结构，从而使系统呈现

双稳态特性。在悬臂梁固定端粘贴有压电片，利用

压电材料的逆压电效应，通过施加电压可在梁上产

生可控的等效驱动力，实现对系统的主动激励。此

外，还可对支座施加沿着 z方向的激励，基座运动通

过固定端传递至悬臂梁，从而构成一种外部激励形

式。因此，该系统可同时承受压电激励与基座激

励，实现双激励耦合作用。通过调节两永磁体之间

的相对距离，改变磁斥力的大小，可以调控系统的

等效势能形状与非线性刚度特性。

1. 2　拉格朗日函数推导

采用拉格朗日能量法，建立悬臂梁的运动

方程：

L = T - U = Tb + Tp + Tm - Ub - Up - Um ，

式中 T为系统总动能；Tb、Tp、Tm分别为金属基层的

动能、压电层的动能和磁铁的动能；U为系统总势

能；Ub、Up、Um分别为金属基层的势能、压电层的势

能和磁铁互斥产生的磁势能。

其中

Tb + Tp = 1
2 ∫0

L

ρb Ab
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

∂w ( )x，t
∂t + ż ( )t

2
dx

+ 1
2 ∫0

l

ρp Ap
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

∂w ( )x，t
∂t + ż ( )t

2
dx，

式中 ρb、ρp为金属基层和压电层的密度；Ab、Ap为金

属基层和压电层的横截面积；w为悬臂梁的挠度；

ż ( t ) 为支座的振动速度。

图1　双稳态悬臂梁系统示意图

Fig.1 Schematic diagram of the bistable 

cantilever beam
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磁铁的动能Tm为

Tm = 1
2 mmag

é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

∂w ( )L，t
∂t + ż ( )t

2
+ 1

2 I
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

∂2w ( )L，t
∂t∂x

2
，

式中 mmag 为磁铁的质量；I为磁铁的转动惯量；

∂w (L，t )
∂t 表示悬臂梁在 x = L处的速度；

∂2w (L，t )
∂t∂x 表

示悬臂梁在 x = L处的角速度。

势能的计算采用欧拉-伯努利梁理论，梁在点

( x，z )处的轴向应变S可以表示为

S ( x，z，t ) = -z ∂2w ( x，t )
∂x2  .

金属基层的势能Ub和压电层的势能Up为

Ub +Up = 1
2 ∫

Vb

σb SbdVb + 1
2 ∫

Vp

σp SpdVp
= 1

2 ∫
Vb

Eb S2
bdVb + 1

2 ∫
Vp

Ep S2
pdVp

= 1
2 Eb Ib

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

∂2w ( x，t )
∂x2

2
dx + 1

2 Ep Ip
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú

∂2w ( x，t )
∂x2

2
dx，

式中 Eb、Ep分别为金属基层和压电层的杨氏模量；

Ib、Ip分别为金属基层和压电层相对于悬臂梁中性轴

的截面惯性矩。

两互斥磁铁之间的非线性磁力通过磁偶极子

模型计算。根据唐炜等（2014）的推导，磁势能为

Um =

 
μ0MAVAMBVB[ ]-w ( )L，t 2 + 2d2 - 3dw ( )L，t w'( )L，t

4π w'( )L，t 2 + 1 [ ]w ( )L，t 2 + d2 2.5 ，

式中 μ0 为磁导率常数；MA、MB 分别为磁铁A、B的磁

化强度；VA、VB 分别为磁铁 A、B 的体积；d为两磁铁

间的距离；w (L，t)表示悬臂梁在 x = L处的挠度，

w'(L，t)表示悬臂梁在 x = L的转角。

        因此，拉格朗日函数可表示为

L = 1
2 ∫0

L

ρb Ab
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∂2w ( x，t )
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- 1
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l é
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∂2w ( x，t )
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dx - Um ，

（1）

使用伽辽金法对拉格朗日函数进行离散，将挠

度w ( x，t)表示为前N阶模态阵型的线性组合：

w ( x，t ) = ∑
i = 1

N

ϕi( x) qi( t) ，
式中 ϕi( x) 为第 i 阶模态振型，qi ( t ) 为广义模态

坐标。

由于振动共振现象是在小幅振动情况下发生，

悬臂梁的位移响应可以近似为一阶模态振型。为

了便于分析，将挠度简化为

w ( x，t ) = ϕ ( x) q ( t) ，
式中 ϕ ( x)表示第一阶模态，q ( t ) 表示其广义模态

坐标。

将模态展开式代入式（1）中，并将式中的平方

项展开，可得到离散后的拉格朗日函数：

L = 1
2 ∫0

L

ρb Ab[ ]q̇ ( )t 2ϕ ( )x 2 + 2q̇ ( )t ϕ ( )x ż ( )t + ż ( )t 2 dx
+ 1

2 ∫0

l

ρp Ap[ ]q̇ ( )t 2ϕ ( )x 2 + 2q̇ ( )t ϕ ( )x ż ( )t + ż ( )t 2 dx
+ 1

2 mmag[ ]q̇ ( )t 2ϕ ( )L 2 + 2q̇ ( )t ϕ ( )L ż ( )t + ż ( )t 2

+ 1
2 Iq̇ ( t)

2ϕ'(L ) 2 - 1
2 Eb Ib∫0

L

q ( t) 2ϕ″( x) 2 dx
- 1

2 Ep Ip∫0

l

q ( t) 2ϕ″( x) 2 dx -U'm，
其中

U'm = μ0MAVAMBVB4π
× q ( )t 2ϕ ( )L 2 + 2d2 - 3dϕ ( )L ϕ'( )L q ( )t 2

q ( )t 2ϕ'( )L 2 + 1 [ ]q ( )t 2ϕ ( )L 2 + d2 2.5 .（2）

令κ = μ0MAVAMBVB4π ，以 q ( t) 2
为自变量，对式（2）进

行泰勒级数展开，可得：

U'm = k0 + 1
2 k1q ( t) 2 + 1

4 k2q ( t) 4
 ，

其中
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k0 = 2κ
d3 ，                                                                              

k1 = κ [ ]-12ϕ ( )L 2 - 2d2ϕ'( )L 2 - 6dϕ ( )L ϕ'( )L
d5  ，   

k2 = 12κ [ ]3.75ϕ ( )L 4 + 0.25d4ϕ'( )L 4

d7

+ 12κd2ϕ ( )L 2ϕ'( )L 2

d7

+ 12κ [ ]0.5d3ϕ ( )L ϕ'( )L 3 + 2.5ϕ ( )L 3ϕ'( )L
d7  .
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1. 3　动力学模型建立

考虑系统中阻尼与外部激励等非保守作用，系

统满足如下拉格朗日方程：

d
dt ( ∂L

∂q̇ ) - ∂L
∂q = F ( t) ，

式中F ( t ) 为广义耗散力。根据拉格朗日方程：

∂L
∂q = -q ( )t é

ë
êêêê ù

û
úúúúEb Ib∫0

L

ϕ″( )x 2 dx + Ep Ip∫0

l

ϕ″( )x 2 dx
-k1q ( t) - k2q ( t) 3 .

令

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

m1 = ∫0

L

ρ
b
Abϕ ( )x 2dx

+∫0

l

ρ
p
Apϕ ( )x 2dx + mmagϕ ( )L 2 + Iϕ'( )L 2 ，        

m2 = ∫0

L

ρ
b
Abϕ ( )x dx + ∫0

l

ρ
p
Apϕ ( )x dx + mmagϕ ( )L  ，

k = Eb Ib∫0

L

ϕ″( )x 2 dx + Ep Ip∫0

l

ϕ″( )x 2 dx ，                  
d
dt ( ∂L

∂q̇ ) = q̈ ( )t é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú∫0

L

ρ
b
Abϕ ( )x 2dx + ∫0

l

ρ
p
Apϕ ( )x 2dx

+ q̈ ( )t [ ]mmagϕ ( )L 2 + Iϕ'( )L 2

+ z̈ ( )t  é
ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú∫0

L

ρ
b
Abϕ ( )x dx + ∫0

l

ρ
p
Apϕ ( )x dx

+mmagϕ (L ) z̈ ( t) ，
得系统动力学方程为

m1 q̈ ( t) + m2 z̈ ( t) + (k + k1 ) q ( t) + k2q ( t) 3 = F ( t) .（3）

式（3）中的 F ( t ) 包含两部分：一部分是悬臂梁

存在的结构阻尼产生的阻尼力，阻尼力与广义速度

成正比，即 ζq̇ ( t)；另一部分是压电片提供的压电驱

动力 Fp。根据逆压电效应，压电片在通电的情况

下，会产生 x方向的应力，从而导致纵向变形。且，

由于压电片与悬臂梁粘连，纵向变形会对悬臂梁产

生弯矩，驱动悬臂梁发生弯曲变形。

压电片在通电情况下，产生的纵向应力为

σ ( x，t) = Epd31V ( )x，t
τp

 ，

式中Ep是压电片的杨氏模量；d31 是压电耦合系数；

τp是压电片的厚度；V是施加给压电片的电压。

对整个压电片的纵向应力进行积分，得到压电

片对悬臂梁的弯矩作用为

M ( x，t) = ∫
τb2

τb2 + τp
σ ( x，t) bzdz

= 1
2 Epd31V ( x，t) b (τb + τp ) = CpV ( x，t) ，

式中 τb、τp分别为金属基层的厚度和压电片的厚度，

Cp = 1
2 Epd31b (τb + τp )。
在 0 < x < l时，压电片的电压为常数；在 l < x <

L时，压电片的电压为0。即

V ( x，t) = [ h ( x) - h ( x - l) ]V ( t) ，
式中h ( x)为阶跃函数。

由弯矩产生的驱动力为

FL = ∫0

L

ϕ ( x) ∂2M
∂x2 dx

= ∫0

L

ϕ ( x)Cp
∂2V ( )x，t

∂x2 dx
= ∫0

L

ϕ ( x)Cp[ h″( x) - h″( x - l) ]V ( )t dx
= Cp[ϕ'( l) - ϕ'(0) ]V ( t) .

将阻尼和压电驱动力代入上式，可得系统动力

方程为

q̈ ( t)+δq̇ ( t)+ω20q ( t)+βq ( t) 3=F cos (Ωt)+ f cos (ωt)，（4）

其 中 δ = ς
m1

，ω20 = ( )k + k1
m1

，β = k2
m1

，F = -m2
m1
z̈，f =

Cp[ ]ϕ'( )l - ϕ'( )0 V
m1

.
方程（4）是一个 Duffing 方程形式的非线性方

程，非线性项由磁斥力导致产生。当 ω20 < 0，β > 0
时，系统为双稳态系统。系统有两个激励输入，一

个是频率为Ω、幅值为F的支座振动力；一个是频率

为 ω，幅值为 f的压电驱动力。规定Ω > ω，即支座

振动力为高频激励，压电驱动力为低频激励。

2 理论分析

当两个激励的频率不一致且满足Ω > ω时，二

者具有不同的时间尺度。因此，采用快慢变量分离

法对非线性方程进行求解，将 q ( t)分解为快变量的

运动ψ ( t ) 和慢变量的运动X ( t)，代入式（4）可得：

Ẍ+ ψ̈+ δẊ+ δψ̇+ω20X+ω20ψ+βX 3 + 3βX 2ψ+ 3βXψ2 +βψ3

      = F cos ( )Ωt + f cos ( )ωt .         （5）

在快变量线性方程中寻找 ψ ( t ) 的近似解：ψ̈ +
δψ̇ + ω20ψ = F cos (Ωt) ，可得：
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ψ = F
μ cos (Ωt - Θ) ， （6）

式中 μ = (ω20 - Ω 2 )2 + (δΩ ) 2，Θ 为快变量输入与

输出的相位差。

将式（6）代入式（5）中，在 [ 0，2π/Ω ]内对所有项

进行平均，消去快变量得到慢变量运动：

Ẍ + δẊ + CX + βX 3 = f cos (ωt) ， （7）

式中C = ω20 + 3βF2 / (2 μ2 )。
当 f = 0时，式（7）中可能存在的平衡点为

X ∗ = 0，      X ∗
± = ± -  Cβ .

慢变量运动X ( t ) 表现为围绕平衡点的振荡，考

虑其周期成分，引入变换 Y = X - X *，消去非线性

项，可得到慢变量周期运动方程为

Ÿ + δẎ + ω2
r Y = f cos (ωt)， （8）

式中ω2
r = C + 3βX * 2。可解得：

Y = f
λ cos (ωt - θ ) ，

式中λ = ( )ω2
r - ω2 2 + (δΩ ) 2，θ为快变量输入与输

出的相位差。响应增幅Q为

Q = 1
λ = 1

( )ω2
r - ω2 2 + ( )δω 2  .

从整个推导过程可以发现，快变量运动对慢变

量运动产生影响的根源体现在式（8）中，其中ωr可

视为慢变量运动的等效固有频率。当系统处于双

稳态时，ω20 < 0，其平衡解为X * = ± -C/β，因此ω2
r =

C + 3βX * 2 = -2C = -2ω20 - 3βF2 /μ2。随着高频激励

幅值F的增大，慢变量运动的等效固有频率ωr从初

始值 -2ω20 开始逐渐减小，当ωr降低并接近低频激

励频率ω时，系统将发生共振现象。

由上可知，振动共振现象产生的原因在于：在

非线性系统中，快变量运动会通过非线性耦合改变

慢变量运动的等效固有频率，当该等效固有频率与

低频外激励频率相匹配时，系统发生共振，从而导

致低频激励响应幅值显著放大。

f = 0.1，ω = 1，Ω = 10，δ = 1.4，β = 1，ω20 = -1的

条件下，使用快慢变量分离方法获得的系统低频响

应幅值增益Q，如图 2所示。在相同参数条件下，对

系统动力学方程进行数值求解，计算在相同高频激

励幅值范围内系统的低频响应幅值增益。结果表

明，理论分析结果与数值模拟具有良好的一致性，

从而验证了快慢变量分离方法在描述该系统振动

共振特性方面的有效性。

3 实验验证

3. 1　实验平台

本文所构建的双稳态悬臂梁实验平台，如图 3

所示。该实验系统主要由信号发生器、两台信号放

大器、激振器、激光测振仪、信号采集器以及用固定

悬臂梁的支座组成。为抵消悬臂梁自身重力以及

末端磁铁重力对振动的影响，将悬臂梁支座竖直放

置于光滑滑轨上。信号发生器可同时输出两路独

立电信号，分别经由两台信号放大器进行功率放

大，信号放大器（a）连接至压电片，用于对悬臂梁施

加低频激励，信号放大器（b）连接至激振器，用于对

支座施加高频激励。

悬臂梁自由端的位移响应由激光测振仪进行

非接触式测量。测得的位移信号传输至信号采集

器，经模数转换后输入计算机，并通过配套软件进

行实时显示与数据存储。

3. 2　振动共振现象

在开展双频激励实验之前，需要准确确定系统

的固有频率，以合理选取低频激励频率与高频激励

频率。系统固有频率通常可通过自由衰减法和扫

频激励法两种途径实现。

选取图 3（b）中材质为黄铜，长度为 80 mm的悬

臂梁作为研究对象，并在悬臂梁自由端和支座对应

位置引入一对互斥磁铁，以构造双稳态势能结构，

使梁末端产生约 10 mm 的静态偏位移。在上述实

验配置下，利用激振器对系统施加扫频激励，记录

悬臂梁的动态响应。对扫频实验获得的时域响应

图2　振动共振现象的理论推导与数值模拟结果

Fig. 2 Theoretical and numerical results of 

the vibrational resonance
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数据进行傅里叶变换处理，提取系统在各激励频率

下的响应幅值，从而得到系统的幅频响应曲线。根

据实验数据拟合结果，可确定系统的固有频率约为 

30.6 Hz。实验数据及相应的拟合结果如图4所示。

将低频激励频率设置为 29 Hz，以接近系统的

等效固有频率区间；同时，将高频激励频率设定为

40 Hz，用于调制系统的慢变量动力学特性。实验过

程中，双通道信号同步开启，分别对应低频和高频

激励输入。通过调节信号放大器（b）的旋钮，实现

对高频激励幅值 F 的连续、可控调节，而低频激励

参数保持不变。

图 5（a）呈现了加载过程中的时域响应曲线。

在整个实验过程中，高频激励的幅值随时间均匀增

大。从时域响应可以观察到，系统整体振动幅值呈

现出先增大后减小的变化趋势。当时间为 70 s时，

位移衰减速率明显减缓。这是由于随着高频激励

幅值的增加，高频分量在系统响应中的贡献逐渐增

强，一定程度上补偿了低频响应的衰减。然而，通

过傅里叶分解可以发现，在该时间区间低频信号的

响应实际上已经衰减至较小水平。图 5（b）展示了

对该时域信号进行傅里叶分解后的结果，并给出了

低频响应（29 Hz）和高频响应（40 Hz）随时间变化的

全过程。从图中可以看出，高频响应幅值随时间呈

近似均匀增长趋势，这表明时间与高频激励幅值之

间具有正相关关系。随着高频激励幅值的逐渐增

大，低频响应幅值表现出明显的先增强后减弱的变

化特征，呈现出典型的共振型演化规律，即振动共

振现象。

3. 3　高频激励频率对振动共振的影响

在其他实验条件不变的情况下，改变高频激励

频率Ω，研究低频响应增幅 Q 与高频激励幅值 F 之

间的关系。理论分析结果中，当系统参数保持不变

时，随着高频激励频率Ω的增大，低频响应达到共振

状态所需的高频激励幅值 F 也随之增大；然而，单

纯改变高频激励频率Ω并不会改变低频响应增幅Q

的最大值。

图 6~7 为三种不同高频激励频率（40、45、50 

Hz）下的系统响应时域图和低频响应幅值增益曲

线。理论结果与实验结果均表明，在高频激励作用

下，系统的低频响应幅值能够得到显著增强，其最

大响应幅值可达到原始低频激励响应的 4~5倍。随

着高频激励频率的逐渐提高，低频响应的共振曲线

图4　外激励扫频下的系统响应与数值拟合结果

Fig. 4   System response under external excitation frequency 

sweeping and the corresponding numerical fitting results

图3　实验平台及双稳态悬臂梁系统

Fig. 3　Schematics of the experimental platform and the bistable cantilever beam
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整体呈现向右偏移的趋势，即系统达到共振状态时

所需的高频激励幅值随之增大。同时，共振峰值幅

度基本保持不变，而共振曲线的开口程度则逐渐增

大。上述实验现象与理论推导所得到的结果具有

良好的一致性。

3. 4　低频激励频率对振动共振的影响分析

保持高频激励频率Ω = 40 Hz 不变，改变低频

激励频率 ω，研究低频响应增幅与高频激励幅值 F

之间的关系。理论分析中，在高频激励频率固定的

前提下，当低频激励频率满足 ω < -2ω20 时，ω越

小，低频响应达到共振时所需要的高频激励 F就越

大。这是因为低频响应共振的发生需要让慢变量

运动的等效固有频率ωr从初值 -2ω20 降低至ω；ω

越小时，对应的频率变化量 ∆ω越大，因此需要更强

的高频激励才能实现。同时，低频响应在达到共振

时的增幅Qmax = 1/δω，因此随着低频激励频率 ω的

降低，达到共振时低频响应增幅Q的最大值还将进

一步增大。

图 8~9 展示了不同低频激励频率（26、25、24 

Hz）下的系统响应时域图和低频响应幅值增益曲

线。通过对比可以发现，随着低频激励频率的逐渐

降低，低频响应的共振曲线整体向右偏移，即系统

达到共振状态时所需的高频激励幅值逐渐增大；同

时，共振峰值Qmax 呈现上升趋势，由最初的 4~5 倍，

提升至 8~10倍，这表明系统对更低频的信号，能够

实现更显著的放大效果。

图7　不同高频激励频率下低频响应幅值增益曲线

Fig.7 Gain curves of the low-frequency response amplitude 

under different high-frequency excitation frequencies

图8　不同低频激励频率下的系统响应时域图

Fig.8 Time-domain responses of the system under different 

low-frequency excitation frequencies

图5　振动共振现象的实验结果

Fig.5　Experimental results of the vibrational resonance

图6　不同高频激励频率下的系统响应时域图

Fig.6 Time-domain responses of the system under different 

high-frequency excitation frequencies
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4 结 论

针对非线性系统中的振动共振现象，构建了一

套磁耦合双稳态悬臂梁动力学系统，系统研究了其

在双频信号激励作用下的动力学响应特性。主要

结论如下：

1）基于具有双稳特征的非线性势能结构，利用

拉格朗日能量法并结合逆压电效应与基座激励，建

立了磁耦合双稳态悬臂梁在双频驱动条件下的非

线性动力学模型。采用快慢变量分离法，对系统响

应进行近似解析，推导得到了低频响应增益的解析

表达式。理论分析表明，振动共振的本质在于：高

频激励通过非线性耦合作用改变了慢变量运动的

等效固有频率，当该等效固有频率与低频激励频率

相匹配时，系统发生共振，从而实现了低频微弱信

号的显著放大。

2）基于所提出的理论模型，自主搭建了磁耦合

双稳态悬臂梁实验平台，并成功观测到振动共振

现象。

3）通过改变激励参数，对振动共振的调控规律

进行了深入研究。结果表明：随着高频激励频率Ω
的增大，低频响应达到共振时所需的高频激励幅值

F随之增加，但共振峰值基本保持不变；在高频激励

频率固定的情况下，低频激励频率ω越小，越偏离系

统初始固有频率，系统达到共振时所需的高频激励

幅值 F 越大。然而，由于低频响应增益峰值满足

Qmax = 1/δω，较低的低频激励频率能获得更高的信

号放大倍数。

4）本文在宏观力学结构中实现了振动共振现

象，丰富了非线性动力学中振动共振的实验研究体

系。理论分析与实验结果之间表现出良好的一致

性，验证了所建模型及解析方法的有效性。因此，

研究成果在传感器开发与机械振动能量利用等领

域具有潜在的应用价值和推广前景。
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